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De stelling van Minkowskl-Hlawka

We beginnen met een inleidendce beschouwing., Zij M een begrensd
liehaam in de Fuclidische ruimte Rn@1;2), met volume V=V(M), Zij O
de oorsprong «n zij A ec¢n rooster in Rn, d.w.z, de verzameling der
punten

X = uqa(q) + uea(g) +...+una(n),
waar UqsUpses.sUy de gehele getallen doorlopen en {a(q),a(2),...,a(n§
een stelsel van n onafhankelijke punten is. Mct TT zullen we aangoven
de fundamentaaleccel van /) s d.1, de verzameling der punten X van de
gedaante

K =

48 2 (1) +E 50 ~(2) CotE o

wanrin O <~§ Ei 1,2,...,0). D¢ inhoud vanTl , die gelijk is aan
(a

jdet A (1) )l =(C<1)1,a(i)

het roost r A hcet, stellen we voor door d(A ),

i

2,...,a(i)n)) en de determinant van

Z1j p cen willckeurig punt van Rn ¢n stellen we door p+ N\ voor
de verzameling der punten p+x, x€ A . 2ij A(p) het 2antal punten van
p+-A\ in M. Di%t aantal zal, gemiddeld genomen, des te groter zijn naar-

mate het volume van M groter is, Er gcldt:

(1) TE(p) = V/3(A),

waarbij men A(p) kan dcfinilren d.om.v,

;
(2) Mp5=éMA)_LTAWMm

(bedenk dat A(p) invariant is voor translatics van R, die /N invariant
laten). Formulc (1) wordt gemakkelijk gevonden als mun de karakteris-

ticke functie van M 1nvocrt.

Uit (1) volgt: is V> a(/N), dan is cr een punt p= p(o) met
A(p (O)) 5y 4. Dit is de stelling van Blichfeldt. Anderzijds volgt uit
(1) ook: 1is V«cd(f\), dan is er een punt p([) met A(p ( )‘<1 duS
‘A(p(q))*o, a,w.z. p( )+ A heeft gcén punt im M';,.fQ-/.



-

De verzameling p(,l)+ /A 2zal i.h.a. het punt O niet bevatten, is
een z.g. inhomogeen rooster (Eng.grid). Het rooster /\ heet homogeen,

De¢ stelling van Minkowski-Hlawka geeft uitsluitsel over de volgende
vraag: boestaat er een constante ¢ >0, zd dat, als V=V(M) < ¢, er
steeds cen homogeen roos~er /\ is, met detcrminant 1, dat géén punt
in M heeft. Omdat steeds O ¢ /\, zullen we 1n elk geval de eis omtrent
/\ nog als volgt moeten rectificeren: A heert géén punt #0 in M,

Z1J M ¢en begrensd lichaam in Rn‘ Z1] £ cen willekeurig gekozen
homogeen (n-’l)—dimensionaal rooster in het vlak xnzo en zij & het
positieve getal met X d(£)=1. Dan heeft elk rooster A voortgebracht
door £ en een punt g van de gedaante g=(g,l,g2,...,gn_,l,0(), determi-
nant 1, Zij A(g) hep aantal punten van A , dat tot M behoort maar
niet in het vlak X,=0 ligt. We laten nu g variéren, bij vaste A en o,

De punten die biljdragen tot A(g) liggen in de vlakken X, =Ot, waarbi]
t de gehcle getallen #0 doorloopt, Geheel analoog aan (1), met analoge
betekenis voor A(g), kan men bewijzen:
oo o
1

d(AL ) t=-00,t£0 v(e) =Q{t=-oo,t;lo v(ee),

waarbij v(ex t) het (n-1)-dimensionale volume is van de doorsnee van M

(3) A(g) =

en het vlak xn=0<t. In d¢ som in {(3) komen slechts eindig veel termen
#£0 voor, omdat M begrensd ondersteld is.

Thans laten we A variéren, zodanig dat X — 0, We kunnen dan be-
reiken:

1°. £ heeft geen punt #0 in M (want d(A ) —»o0)

©0
° o 3 v(ixt) <V+€ (€ >0), omdat de uitdrukking links

t=-00,t£0
tot V nadert voor & — O,

2

Voorts kunncn we, wegens (3), g:g(o) zd kiezen dat A(g<o)) 50<5:V(0<t).
Is dus V<1 ¢n in 2° het getal € geschikt zckozen, dan is A(g'®/) <1,
dus A(g(o))zo. In verband met 19 betckent dit dat A geen punt #O in
M heeft. Dit geeft dc volgende

Stelling 1, Is V< 1, dan 1s c¢r cen rooster /A met determinant 1, dat

geen punt #0 in M heefy,

Is het lichaam M symmctrisch t.o.v. O, dan is de ggnctie v(ott)
even, ¢n dus het rechterlid van (3) gelijk aan 2% L. _ v(&t), Ook
is A(g) even, dus A(g)=0, als maar A(g) < 2. Dan mag in stelling 1 de
voorwaarde V<1 vervangen worden door V<2,

Is M een sterlichaam t.o.v. 0, dan hoeft men slechts te eisen dat
er geen primltieve roosterpunten van /\ in M liggen (een punt x € A
met x#0 heet primitief roosterpunt, als het segment 0x geen verdere
punten van/\ bevat), Men kan b.v, afleiden, door toepassing van een



icts gegenceraliseerde vorm van stelling 1:

Stelling 2. Z21J S een begrensd sterlichaam, symmetrisch t.o.v, 0. Zij
V(s) <23 (n), waarin G (n)=1+2""+3"+... . Dan is er een rooster A
met determinant 1, dat geen punt #0 in S heeft.,

Deze stelling 1s als bewering uitgesproken door Minkowski 1) en
in 1943 voor hct eerst streng bewezen door Hlawka [1} . Later zijn
verschillende andere bewijzen gegeven (zile b,v, de litcratuuropgaven
in [5] ). Een zeer kort bewijs is te vinden in Casscls [2] . In stel-
ling 2 kan men zich gemakkelijk ontdoen van de beperkende onderstelling
dat S begrensd is (zic Rogers [3] ., p.1000,r.9).

Van nu af aan onderstellen we dat M symmetrisch t.o,v, O en con-

vex is., In dat geval is, krachtens de stelling van Brunn-Minkowskil 2),

<L;L:a;;) een concave functic van a (a2 reéel, V(a)= volume doorsnce van
M ¢n xn=a). Het 1s ook een ceven functic van a, omdat M symmetrisch
t.o.,v. O is. Het gevolg is dat het rechterlid van (3) betrekkelijk
klcin 1s ook als &K nicet dicht bilj O ligt. Davenport en Rogers [&] lei-
den cen hulpstelling af die 2ls volgt geformuleerd kan worden:

oo
Hulpstelling 1, Zij O<:ﬁ < 1. Dan is.izjt=q v(0<t)543v(0), als we
nemen

_ R1/(n-1)
(%) _ & = 2v\([0) . n(j‘_ gn/(n-’l))

Deze hulpstelling maakt het mogeli k cen iets scherper resultaat
dan stelling 2 af te leiden, e¢n wel door volledige inductie naar n.
Laten we, voor m »2, met Ch het grootste positiceve getal aangeven met
de¢ elgenschap:

bij ¢lk convex lichaam M in Rm, symmetrisch t.o.v, O, is ¢r cen

rooster A\ in R, met determinant dQﬂ)gSV(M)/cm dat geen punt #0

in het inwendige van M hoeeft,

Stelling 2 is dan gelijkwaardig met de betrekking cné,EfS(n).

Beschouwen we cen O-symmetrisch, convex lichaam M in Rn‘ Krachtens

de definitic van Ch-n is ¢r cen (n-1)-dimensionaal rooster A in het
viak x =0 met determinant a(A )= %Qg;tﬁ (£50) dat geen punt #0 in M
n-1

heeft., We kicvzen nu f3 =1/cn_1 cn bepalen daarbij X volgens (4). Op

grond van (3) is er cen punt z'° =(ﬁq’32""’gn_q’cx) met

w(e')) <ol T o

t="
A(g(o)) 5.a€%343v(o)= %%é%%z4<2, dus A(g(o))=0. Het rooster A, voort-

. - -t~ 7 o

v(Xt). Wegens hulpstelling 1 is dus

1) Zie H. Minkowski, Extrait d'une lettre adressée & M., Hermite,
Bosammelte Abh.I, p.270.

2) Zlie T, Bonnesen-W, Fenchel, Theorie der konvexen Kdrper, Chelsea
(1947), p.71 en 88, .




é’gebracht door /C en het punt g(o), heeft dus geen punt #£0 in M, Daar-

] 1/(n-1)
bij is dA)=Xd(A)=(1+ TS % . n(b“n/(n_q) -1) . Hieruit volgt (zie
%&])' “n-1 -1
i : . n/’(n~-’1)__,i
Stelling 3. Er geldt c 3= ”‘“1/ e
€n-1 g

Davenport en Rogers leiden uilt stelling 3 af:

(5) lim inf ¢ 3c,
N o——ed OO
waarblj c>1 en ¢ log ¢ = 2(c-1) (c=4,921...).
Uitgaande van een schatting voor ¢, kan men afleiden dat zelfs cn> ¢
voor n>5 (zie [5] . We hebben dus een verscherping van stelling 2

verkregen.

In het bewijs van stelling 1 moest het daarin optredende getal ®&
dicht biJ O worden gekozen,en dus d@ﬁ) zeer groot, om te kunnen vol-
doen aan de eisen 1° en 20. Als gevolg heeft he. gevonden rooster een
zeer verwrongen vorm, vergeleken met het rooster van de punten met ge-
hele cobrdinaten, Precieser gezegd: er is geen constante k, z4 dat men
een rooster met de gewenste elgenschappen verkrijgt, dat een basis
heeft die bevat is in de kubus |x ) <k (1=1,2,...,n).

Letten we nu op de grootte van het getal X , gebruikt in het be-~

wiis van stelling 3. Voor O <f3 < 1 is

n( - @“/(n-ﬁ))

1 < 1 n/(n_/‘) £ 0
n/(n-1) -—(31 2 1 1/(n-1)
. 1-8 _ 1 ‘ n- - n-
wegens rﬂﬁ—ﬁq/“hﬂ))- n(1+5+5 et ) %5 A

Ligt nu maar V/v(0) tussen redelijke grenzen, dan ligt ook Ot tussen
redelijke grenzen, Dan is enerzijds d(A) niel te groot en anderzijds &
niet te groot; op die manier mogen we hopen door volledige inductie een
nlet te verwrongen rooster A met de gewenste eigenschappen te vinden,
We gaan nu deze gedachtegang nader ultvoeren,

Z1j )fm het volume van de eenheldsbol in Rm. Laten rn B0 S, niet
te veel van 1 afwijkende positieve getallen zljn met de volgende eigen-
schap: is8 M een O-symmetrisch, convex lichaam in Rm, dan 1s er een

(m-1)-dimensionaal hypervlak Hm~1 door 0, zd4 dat

V(H, ,NM) =0 Kk _ .. {V(M)/Km}(m-q)/m, LRE

m\ "m°

Men merke op dat, ingeval M(ee?)aol is, voor elke keuze van H -1 geldt:
V(Hm 1ftM) LI {'V(M /K m-ti/m Uitgaande van een O- symmetrisch,

convex lichaam M in R = ki€zen we nu achtereenvolgens H =R , H _,, H, o

R
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als deelruimte van Ho_4, enz., z5 dat, als H M M=I

(6)  v(M,_,) =6, Km—’]'{ V(%)/Km} (mn=1)/m r <O, <8, (m=n,n-—’l,...,2)§

We kunnen in elk geval nemen 632=1. Door een rotatie in Rn uit

te voeren kunnen we bereiken dat Hm het vlak x =xn=O is.

m+1 " me™
Met de bewljsmethode van stelling 3 kan men door volledige in-
ductie naar m, de volgende bewering aantonen (vgl. [5:}):
Bewering, Laten de getallen dx,rll A3
15
d
2 m—’l (
= m=3;4:---:n)'
moomo g ’1/(m-—’l)__,l
m-"]
Dan is er een stelsel van n onafhankelijke punten a<1),a(2),...,a(n),
zodanig dat a(i)e Hi éi=1,2,...,n) en dat voor de roosters A m? voort-

gebracht in Hm door a 1),a<2>,...,a(m), geldt:

...,dn gedefinieerd zijn als volgt:

d,=2, dy=3, d =

1. A\ n heeft geen punt #0 in het inwendige van M.
2. a(A,) = v(m )/
3. het punt a(m) is bevat in het blok wm, bepaald door:

a, 4 v(My)

T A L B PR vy (1=2,3,...,m),

1

Passen we dilt speciaal toe met m=n, dan vinden we: er is een
rooster /\ met determinant V(M)/dn, dat geen punt #0 in het inwendige
van M heeft en dat een basis heeft bevat in het blok
v(M, )

1-1 i
€ V) Iyl < 5 gy (=203.0m)

Men kan laten zlen dat di tot ¢ nadert (zie p.2) voor 1— 09O, Dus
di—ﬂ/di'"7q voor i — 09 Verder is, krachtens (6),

v(M, ) e 1/
i) Ky oo 1
w Vi _4) CRL {Y(Mi{} ,
V<Mi) =@i+/‘ 81_*_21/(1-‘—1)614_3 / l+‘2 @ j—/ T] 1 Vi( ( )/Kn)l/n’!
Konden we bewijzen dat we kunnen nemen O | 1= (i=1,2,...,n), dan zouden |
we vinden V()= k4 (v(0) /K ), v ) A, )= K v/ )7 ne
121

genoemde basis van /\ zou dan bevat zijn in de tol

x 2. 40 % < b log n L (v(m)/k B/,

waarin b een zekere constante 1s die niet van n afhangt. Immers

Ki/ki_qr»v 2W /1.

Maar de POgingen Omﬁaan:ta'toh”“

dat men de hypers
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kan kiezen dat fai=4, d.w.z. V(Hi_qf\M)=Ki_1{V(HirsM)/Kyi(i'q)/i
(i=2,3,...,n), stulten op moeilijkheden, Om redenen van homogenitelt
is het geen bezwaar te onderstellen V(Mi)zv(Hif\M)= ki. Dan heeft M,
hetzelfde (i-dimensionale) volume als de i-dimensionale eenheidsbol,
Z1j x' een randpunt van Mi op maximale afstand van O, Dan is |x'| > 1,
Z21] Hi-ﬂ het (i-1)-dimensionale hypervlak door 0, loodrecht op de vec-
tor x'. Dan is V(M;)=k,> 5 |x'| . V(H,_,AM), dus V(M )< 1K . Dus
6915:%1 Ki. Men kan verder een randpunt x'" van M; op minimale afstand
van O beschouwen, in dat punt cen stcunvlak aan Mi aanbrengen en Hi-
cvenwijdig aan dat steunvlak kiezen, Men vindt dan V(Mi)<:2\x"l,V(Hi_1nM)i

dus V(Mi_,l);% K. Dus ©.>3K.. Samenvattend hebben we

i 1

(8) 5K, <O, ¢

L<Bi K, (1=2,3,...)

Door toepassing van de ongelijkheid van H8lder kan men (8) ver-
scherpen. Voor een willekeurige eenheidsvector x geven we met f(x) aan
de lengte van het in M bevatte segment van de halfrechte vanult O die
door het punt x gaat: £(x) is het positieve getal A, waarvoor AX op
de rand van M ligt. Verder geven we met h(x) aan het (n-1)-dimensionale
volume van Mrﬁ77%, waarin TTX het (n-1)-dimensionale hypervlak door O
is dat loodrecht staat op de vector x. We kunnen gemakkelijk V(M) en
h(x) uitdrukken m,b,v, de functic f(x). Toepassing van Holder levert
nu (zie [5] ): is V(M)=Kk , dan is
(9) H—_j n(x)} n/<n~4>d4 T

n

!

hierbij wordt de integratiec uitgestrekt over de rand van de eenhelds-
bol e¢n is an de oppervlakte van dic eenheidsbol, Formule (9) zegt dat
een zekere middelwaarde van h(x) ten hoogste K
T, 26 kiezen dat V(T AM) gk,
kan (8) verscherpt worden tot:

N is., We kunnen dus
_.» ingeval V(M)=kK . Dus is O, <1. pus

(,]O) %kié®i é’] (i:2,3,nu-)'
Uit (7), (10) en de hierboven aangetoonde bewering kan men de vol-
gende stelling aflediden:

Stelling 4. Z1ij M ecn O-symmetrisch, convex lichaam in R, met volume V.,

Zij K _ het volume van de cenheldsbol en zi] d2=3, d =
8 m/(m-1)_, m
% . m~11/ = 4>~ (m=3,4,...). Dan 1is er een roostcr /\ met de volgen-
NAC

il

de eigenschappen:

1. A\ heeft gecen punt #0 in het inwendige van M

2. /\ heeft determinant a(A)=v/d_

3. /\ heeft cen basis die na een geschikte rotatie om O bevat 1s
in de kubus |x;| < b (V/kn)q/n (1=1,2,...,n), waar b een vaste, niet



% van n afhangende constante is,
i Men mag b.v. nemen b=2.13. Voor de getallen dm geldt:
- 1im d_=c=4.921..., d_>c voor m>» 0. Ult eigenschap 3 volgt de iets zwak-
i m m ’d
- m— Q0
- kere bewering :
31, /\ heeft cen basis bevat in de bol om O met straal bqnvq/n,
waarin b,1 een constante 1s die niet van n afhangt.
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